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Περίληψη 
Κατά την τελευταία εικοσαετία, έχει αναpiτυχθεί στο piεδίο της γνωσιακής έρευνας 
µια τάση µε αυξανόµενη εpiιρροή, η οpiοία δίνει έµφαση στον ενσώµατο χαρακτήρα 
της µαθηµατικής κατανόησης. Τα µέχρι τώρα συµpiεράσµατά της έρχονται να 
εµpiλουτίσουν ή ακόµη να αµφισβητήσουν κρατούσες αpiόψεις της ψυχολογίας, της 
φιλοσοφίας και της διδακτικής ως piρος τις αpiαρχές, τη δηµιουργία και την εκµάθηση 
των Μαθηµατικών.  
Η βασική θέση των εν λόγω θεωρήσεων είναι ότι οι αισθητηριακές και κινητικές 
ιδιότητες του ανθρώpiινου σώµατος piαίζουν κρίσιµο ρόλο στη µαθηµατική 
δραστηριότητα. Εpiιχειρείται υpiό αυτό το piρίσµα να υλοpiοιηθεί ένα φιλόδοξο 
εγχείρηµα: να εξηγηθεί piώς ακριβώς οι αφηρηµένες και τυpiικές µαθηµατικές ιδέες 
είναι δυνατόν να αναδύονται µέσω των αισθητηριακών και κινητικών εµpiειριών.  
Ως βασικό εργαλείο piροβάλλεται η έννοια της εννοιολογικής µεταφοράς και ο 
ρόλος της στη διαµόρφωση του µαθηµατικού νοήµατος. Η συνακόλουθη ανάλυση 
των µαθηµατικών ιδεών αpiοτελεί µια καινοτόµα και διεισδυτική piροσpiάθεια να 
αpiοκαλυφθεί το ενσώµατο εννοιολογικό piεριεχόµενο σε ένα ευρύ φάσµα 
µαθηµατικών εννοιών και να καλυφθεί έτσι το χάσµα ανάµεσα στην τυpiική και την 
ενορατική όψη των Μαθηµατικών.  
Σε piρώιµα µαθηµατικά κείµενα όpiου οι ευρετικές piεριγραφές έχουν διασωθεί, η 
ενσώµατη διάσταση των µαθηµατικών ιδεών γίνεται ευκρινέστερη. 
Στο piρώτο µέρος της piαρούσας εργασίας piαρουσιάζεται συνοpiτικά το piλαίσιο 
ιδεών της Γνωσιακής Εpiιστήµης των Ενσώµατων Μαθηµατικών. Αναφέρεται κυρίως 
στις εργασίες των Lakoff & Núñez (2000) και Núñez (1993-2005) και θέτει τα 
αpiαραίτητα piροαpiαιτούµενα για το δεύτερο µέρος. Το δεύτερο µέρος είναι 
αφιερωµένο στην piραγµατεία του Αρχιµήδη piερί  Τετραγωνισµού της Παραβολής, 
όpiου αναδεικνύονται οι ενσώµατες όψεις της ευρετικής piροσέγγισης του 
piροβλήµατος. 
 
Λέξεις Κλειδιά  
ενσώµατα Μαθηµατικά, τετραγωνισµός της piαραβολής, εννοιολογική µεταφορά 
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Abstract 
During the last twenty years, an increasingly influential trend has been developed in 
cognitive science which gives emphasis to the embodied character of mathematical 
understanding. Cognitive research results have enriched and in certain cases even 
called into question some long held views in the fields of psychology, philosophy and 
pedagogy on the origin of mathematics and the ways it is created and learned. Such 
results are based on the premise that the sensory-motor properties of the human body 
play a crucial role in mathematical activity. Here, the major attempt consists in 
explaining how it is possible for the abstract and formal mathematical ideas to emerge 
through sensory-motor experience. The basic tool used is the concept of conceptual 
metaphor and its role in the formation of mathematical meanings is explored. The 
analysis of mathematical ideas from this perspective is an innovative and penetrating 
effort to uncover the embodied conceptual content in a wide spectrum of 
mathematical concepts and to bridge the gap between the formal and the intuitive 
aspects of mathematics. In early mathematical texts, wherever heuristic descriptions 
by the authors have been preserved, the aspect of mathematical ideas is made more 
lucid. The first part of this paper, based on the work of Lakoff & Núñez, offers a 
summary presentation of a particular framework of the cognitive science of embodied 
mathematics. Moreover, it serves as a useful prerequisite for the next part. The second 
part is concerned with Archimedes’ treatise on the quadrature of the parabola. Here 
the embodied aspects of the heuristic approach towards the problem are pointed. 
 
Keywords 
embodied mathematics, quadrature of the parabola, conceptual metaphor  
 
 
Γενικά 
Η γνωσιακή εpiιστήµη είναι ένας νεοσύστατος εpiιστηµονικός κλάδος piου µελετά 
εννοιολογικά συστήµατα.  Σύµφωνα µε τον Gardner (1987: 6)  piρόκειται για την 
 
«σύγχρονη, εµpiειρικά βασιζόµενη piροσpiάθεια να αpiαντηθούν µακροχρόνια 
εpiιστηµολογικά ερωτήµατα- ιδιαίτερα εκείνα piου αφορούν τη φύση της γνώσης, 
τα συστατικά της, τις piηγές της, την ανάpiτυξη και τη χρήση της».  
 
Μια ισχυρή τάση στο εσωτερικό της, γνωστή ως ερευνητικό piρόγραµµα της 
ενσώµατης γνώσης, δίνει έµφαση στις αισθητηριακές και κινητικές λειτουργίες του  
σώµατος για το piώς και τι σκέφτεται ένας οργανισµός. Καθώς ο άνθρωpiος είναι 
piροϊόν εξέλιξης και ο νευρικός εξοpiλισµός των βιολογικών του piροpiατόρων 
λειτουργούσε ανέκαθεν στη βάση της αισθητηριακής και κινητικής εpiεξεργασίας, η 
γνωστική δραστηριότητα ήταν µια αδιαµεσολάβητη, αpiευθείας διάδραση µε το 
piεριβάλλον. Κατά συνέpiεια, η ανθρώpiινη γνώση δεν µpiορεί piαρά να έχει βαθιές 
ρίζες στην αισθητικοκινητική εpiεξεργασία: οι ίδιοι νευρικοί και γνωστικοί 
µηχανισµοί piου µας εpiιτρέpiουν να αντιλαµβανόµαστε και να κινούµαστε, θα piρέpiει 
να δηµιουργούν τα εννοιολογικά µας συστήµατα και τους τρόpiους νόησης. Κατ’ αυτή 
την έννοια, οι έννοιες και ο νους είναι ενσώµατα . 
Με τον όρο γνωσιακός θα εννοούµε στο εξής κάθε νοητική λειτουργία ή δοµή η 
οpiοία υpiεισέρχεται στη γλώσσα, στη νοηµατοδότηση, στην αισθητηριακή αντίληψη, 
στα εννοιολογικά συστήµατα και στη λογική. 
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Εξειδικεύσεις στα Μαθηµατικά 
Εµpiειρικές έρευνες έχουν δείξει ότι κάθε ανθρώpiινο ον γεννιέται µε µια έµφυτη 
ικανότητα «piρο-αριθµητικής», δηλαδή είναι σε θέση να διακρίνει piολύ µικρό piλήθος 
αντικειµένων και συµβάντων (subitizing) να εκτελεί δε υpiολογισµούς µε piολύ 
µικρούς αριθµούς. Ωστόσο, τα Μαθηµατικά εκτείνονται piολύ piέραν της αριθµητικής 
των piολύ µικρών αριθµών. Ακόµη και αυτή η κατανόηση ότι το  µηδέν είναι αριθµός 
ή ότι οι αρνητικοί αριθµοί είναι όντως αριθµοί, ήταν αpiοτέλεσµα αιώνων εξέλιξης. Η 
εpiέκταση των φυσικών αριθµών µε τους ρητούς, τους piραγµατικούς, τους µιγαδικούς 
και τους υpiερpiραγµατικούς αpiαιτεί τη βαθµιαία δόµηση και ενεργοpiοίηση ενός 
τεράστιου γνωστικού µηχανισµού, ο οpiοίος σαφώς υpiερβαίνει τον καθηµερινό, χωρίς 
ειδική εκpiαίδευση ενήλικα. Εντούτοις, οι ενσώµατες γνωστικές ικανότητες, οι ίδιες 
piου χρησιµοpiοιούνται σε piεδία έξω αpiό τα Μαθηµατικά, είναι αυτές piου, κατά τους 
Lakoff και Núñez, µας εpiιτρέpiουν να κινηθούµε piέρα αpiό τις βασικές αριθµητικές 
δεξιότητες, σε κατανόηση βαθύτερων µαθηµατικών εννοιών. Αναφέρουν σχετικά, 
τέσσερις γνωστικούς µηχανισµούς ενσωµατωµένους στον ανθρώpiινο εξοpiλισµό, οι 
οpiοίοι αpiοτελούν τους δοµικούς λίθους των θεωρήσεών  τους. 
(α)  τα εικονοσχήµατα  
(β)  τα σχήµατα όψεως  
(γ)  την εννοιολογική µεταφορά και  
(δ)  την εννοιολογική µίξη. 
 
Τα Εικονοσχήµατα 
Έρευνες στο piεδίο της γνωσιακής γλωσσολογίας έχουν δείξει ότι οι χωρικές σχέσεις 
στα piλαίσια µιας δεδοµένης γλώσσας µpiορούν να αναλυθούν σε εννοιολογικά 
piρωτογενή στοιχεία, τα οpiοία ονοµάζονται  εικονοσχήµατα  (image schemas) και 
εµφανίζεται να έχουν καθολικότητα. Πρόκειται για σχηµατικά, ενσώµατα στοιχεία 
εντός του εγκεφάλου τα οpiοία είναι piρο-εννοιακά, µη-γλωσσικά, piαρέχουν δε 
συσσωρευτικά τη βάση για το σχηµατισµό των εννοιών. Πιο συγκεκριµένα τα 
εικονοσχήµατα είναι: 
• Σχηµατικά, καθώς δεν αpiοτελούν λεpiτοµερείς αναpiαραστάσεις των βιωµένων 
συµβάντων. Είναι µερικώς δοµηµένα µορφώµατα της διάδρασής µας µε τον κόσµο. 
• Ενσώµατα, καθώς είναι σωµατικά θεµελιωµένα. Εξαρτώνται αpiό τον τρόpiο µε 
τον οpiοίο το σώµα αλληλεpiιδρά µε τον κόσµο. Εpiί piαραδείγµατι, το εικονοσχήµα της 
ισορροpiίας διαµορφώνεται αpiό τον τρόpiο ελέγχου του µυϊκού συστήµατος ως 
αpiόκριση σε εξωτερικό piεριβαλλοντικό ερέθισµα. 
• Προ-εννοιακά, καθώς είναι piαρόντα piριν σχηµατιστούν οι έννοιες. Αpiοτελούν 
τη βάση piάνω στην οpiοία χτίζονται οι έννοιες και ως εκ τούτου δεν είναι piροϊόν της 
συνείδησης – η συνείδηση piροϋpiοθέτει την έννοια.  
• Μη-γλωσσικά, καθώς δεν κάνουν χρήση της γλώσσας ή της σκέψης. 
 
Σηµαντικά εικονοσχήµατα για τα Μαθηµατικά είναι το αυτό του εγκλεισµού 
(Container Schema), της κεντρικότητας, της εpiαφής, της γειτνίασης, της ισορροpiίας, 
της ευθείας κ.α. Τα εικονοσχήµατα ενέχουν σύµφυτες λογικές, ουσιώδεις για τη 
µαθηµατική σκέψη.  
Το Σχήµα 1 piαρουσιάζει τη σύµφυτη χωρική λογική του σχήµατος εγκλεισµού. 
Με αναφορά στο εν λόγω σχήµα, ας θεωρήσουµε τις ακόλουθες piροτάσεις: 
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Σχήµα 1 
  
∆εν είναι αpiαραίτητο
λειτουργίες για να οδηγηθούµε
είναι ταυτόχρονα τόσο αντιληpiτικής
 
Κινητικός Ελεγχος  και Σχήµατα
Εκ piρώτης όψεως οι µαθηµατικές
νευρικό σύστηµα piου κυβερνά
τελείως διαφορετικά θέµατα
στο σύστηµα κινητικού ελέγχου
θεµελιώδη συνάφεια µεταξύ
της δοµηµένης συνδεσµικής
neural modeling). 
Ο Srini Narayanan (1977)
ελέγχου piαρουσιάζουν την
Κατάσταση Ετοιµότητας
piληρούνται συγκεκριµένες
αναpiροσανατολίσεις το σώµα
ξεκουραστείς για λίγο, κ.ο κ
∆ιαδικασία Έναρξης: Πρέpiει
διαδικασίας (δηλαδή, για να
να το piιάσεις). 
Κυρίως ∆ιαδικασία: Κατόpiιν
Πιθανή διακοpiή και εpiανεκκίνηση
η δυνατότητα-εpiιλογή να τη
µην την ξαναρχίσεις. 
Εpiανάληψη ή Συνέχιση
την εpiαναλάβεις ή να τη συνεχίσεις
Σκοpiός: Εάν η piράξη εκτελείται
piέτυχες το σκοpiό. 
Ολοκλήρωση: Εν συνεχεία
piράξης. 
Τελική Κατάσταση: Σε αυτό
υpiάρχουν τα αpiοτελέσµατα
Κάθε σύνθετη κινητική
ξύσουµε το κεφάλι µας) έχει
Το σύστηµα κινητικού ελέγχου
έννοιες όpiως αυτές βρίσκουν
Narayanan piαρατήρησε ότι
µε αυτό piου στην γλωσσολογία
© Open Education                       ISSN: 1791
 
 
Aν το δοχείο Α βρίσκεται
δοχείου Β και το Χ βρίσκεται
Α, τότε το Χ βρίσκεται εντός
 
 Αν το δοχείο Α βρίσκεται
δοχείου Β και το Υ βρίσκεται
Β, τότε το Υ βρίσκεται εκτός
 να καταφύγουµε σε συµpiερασµατικού
 στα piαραpiάνω συµpiεράσµατα. Τα εικονοσχήµατα
 όσο και εννοιολογικής φύσεως. 
 Όψεως 
 ιδέες και το σύστηµα κινητικού
 τον τρόpiο κίνησης του σώµατός µας
. Όµως, piρόσφατες ανακαλύψεις για τη σχέση
 και στο ανθρώpiινο αντιληpiτικό σύστηµα
 τους. Οι εν λόγω ανακαλύψεις piροέρχονται
 νευρικής piροτυpiοpiοίησης (structured
 piαρατήρησε ότι όλα τα νευρικά piρογράµµατα
 ίδια υpiερδοµή: 
: Πριν εκτελεστεί µια σωµατική piράξη
 συνθήκες ετοιµότητας (δηλαδή, θα
 σου, να σταµατήσεις νωρίτερα κάpiοια άλλη
. ). 
 να κάνεις οτιδήpiοτε piροηγείται της
 σηκώσεις ένα φλιτζάνι, piρέpiει piρώτα να το
 αρχίζεις την κυρίως διαδικασία. 
: Ενόσω εκτελείς την κύρια διαδικασία
 διακόψεις και αν τη διακόψεις, να την ξα
: Όταν ολοκληρώσεις την κυρίως διαδικασία
. 
 για την εpiίτευξη κάpiοιου σκοpiού
 κάνεις ό,τι είναι αpiαραίτητο για την ολοκλήρωση
 το σηµείο, βρίσκεσαι στην τελική κατάσταση
 και οι συνέpiειες της piράξης. 
 δραστηριότητα (όpiως να σηκώσουµε ένα φλιτζάνι
 την piαραpiάνω δοµή. 
 σχετίζεται µε τις έννοιες, ειδικά δε τις
 έκφραση στις γραµµατικές των διαφόρων
 το εν λόγω σχήµα κινητικού ελέγχου έχει
 ονοµάζεται όψη, δηλαδή, µε την εν γένει
 
-9312  
 εντός του 
 εντός του 
 του Β. 
 εντός του 
 εκτός του 
 του Α. 
 χαρακτήρα 
 
 ελέγχου - το 
, φαίνονται 
 ανάµεσα 
 δείχνουν 
 αpiό το piεδίο 
 connectionist 
 κινητικού 
, piρέpiει να 
 piρέpiει να 
 δράση, να 
 έναρξης της 
 φθάσεις και 
, υpiάρχει 
ναρχίσεις ή να 
, µpiορείς να 
, ελέγχεις αν 
 της 
, όpiου 
 ή να 
 αφηρηµένες 
 γλωσσών. Ο 
 την ίδια δοµή 
 δοµή των 
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γεγονότων. Οτιδήpiοτε αντιλαµβανόµαστε ή θεωρούµε ως piράξη ή γεγονός νοείται σα 
να έχει την ανωτέρω δοµή. Οι φυσικές γλώσσες κατέχουν τα γραµµατικά µέσα για 
την αpiοκωδικοpiοίηση αυτής της δοµής.  
Στην εργασία του ο Narayanan υpiοστηρίζει ότι η ίδια νευρική δοµή piου 
χρησιµοpiοιείται στον έλεγχο κινητικών σχηµάτων σύνθετου χαρακτήρα µpiορεί να 
χρησιµοpiοιηθεί στο συλλογισµό για γεγονότα και piράξεις (Narayanan, 1977). 
Η συγκεκριµένη δοµή ονοµάζεται σχήµα όψεως. 
Αpiό τη σκοpiιά της γλωσσολογίας, η όψη είναι κατ’ αρχήν µια γραµµατική 
κατηγορία χρονικής υφής, η οpiοία ωστόσο διακρίνεται αpiό τη γραµµατική κατηγορία 
του χρόνου µε ουσιαστικό τρόpiο. Ενώ ο γραµµατικός χρόνος τοpiοθετεί τα γεγονότα 
στον άξονα του χρόνου σε σχέση µε το piαρόν του οµιλούντος ή κάpiοιο άλλο γεγονός, 
η όψη αpiοδίδει τον τρόpiο µε τον οpiοίο ο οµιλών εpiιλέγει να δει και να piαρουσιάσει 
ένα γεγονός σε σχέση µε την εσωτερική χρονική ή άλλη σύστασή του. Συνεpiώς, η 
όψη δεν αφορά την αντικειµενική χρονική σύσταση κάθε ενέργειας ή κατάστασης, 
αλλά τον τρόpiο µε τον οpiοίο ο οµιλών τη θεωρεί, και µάλιστα, αν τη θεωρεί 
συνοpiτικά, ως σύνολο, χωρίς να ενδιαφέρεται για την εσωτερική της διάρθρωση ή αν 
τη θεωρεί στην εξέλιξή της και εpiιλέγει να µας δώσει piληροφορίες σχετικά. Εν τέλει, 
αν εpiιλέγει σηµείο θέασης έξω αpiό το γεγονός ή µέσα αpiό το γεγονός. Στην piρώτη 
piερίpiτωση, η θέαση είναι συνοpiτική ενώ στην δεύτερη,  µη συνοpiτική. («Τον 
Αύγουστο θα δουλέψω σε εστιατόριο» ↔ «Τον Αύγουστο θα δουλεύω σε 
εστιατόριο») (Μόζερ, 2007). 
Αpiό τα piλέον αξιοσηµείωτα συµpiεράσµατα του Narayanan είναι ότι το ίδιο 
ακριβώς γενικό νευρικό σύστηµα ελέγχου piου µοντελοpiοίησε στην εργασία του, αν 
τεθεί ως είσοδος σε µύες, µpiορεί να εκτελέσει µια σωµατικά σύνθετη κίνηση, ενώ, αν 
δεν υpiάρξει είσοδος σε µύες, µpiορεί να εκτελέσει έναν λογικό συµpiερασµό. Τούτο 
σηµαίνει ότι τα νευρικά συστήµατα ελέγχου των σωµατικών κινήσεων έχουν τα ίδια 
χαρακτηριστικά µε αυτά piου είναι αpiαραίτητα για την εξαγωγή λογικών 
συµpiερασµών στο piεδίο της όψεως.  
Ανάµεσα στους λογικούς συµpiερασµούς του σχήµατος όψεως, δυο 
συµpiερασµατικού χαρακτήρα σχήµατα δόµησης είναι σpiουδαία για τα Μαθηµατικά: 
Το στάδιο piου χαρακτηρίζει µια διαδικασία ως ολοκληρωµένη βρίσκεται µακρύτερα 
αpiό οpiοιοδήpiοτε στάδιο εντός της διαδικασίας της ίδιας. 
∆εν υpiάρχει σηµείο της διαδικασίας µακρύτερα αpiό το στάδιο ολοκλήρωσης της 
διαδικασίας της ίδιας. 
Οι δυο αυτές συναγωγές, αν και σχεδόν piροφανείς, είναι αξιοσηµείωτης 
σpiουδαιότητας για τα Μαθηµατικά και εµφανίζονται στην κατασκευή της Βασικής 
Μεταφοράς του Αpiείρου. 
 
Η Εννοιολογική Μεταφορά 
Η µεταφορά θεωρείτο για µεγάλο διάστηµα ως αpiλός τρόpiος του λέγειν. Όµως, 
σχετικά piρόσφατα εµpiειρικά ευρήµατα έδειξαν ότι αpiοτελεί κεντρική διαδικασία 
στην καθηµερινή σκέψη. Μάλιστα, αpiοτελεί το βασικό µηχανισµό piου εpiιτρέpiει την 
piρόσβαση σε µια αφηρηµένη έννοια µέσω ενός piλέγµατος αpiτών και συγκεκριµένων 
αισθητηριακών-κινητικών εµpiειριών. Κύριο piόρισµα της γνωσιακής εpiιστήµης είναι 
ότι οι αφηρηµένες έννοιες γίνονται τυpiικά κατανοητές µε όρους piιο συγκεκριµένων 
εννοιών, µέσω της µεταφοράς.  
Εν είδη ορισµού, εννοιολογική µεταφορά είναι µια µονοκατευθυντική αpiεικόνιση 
στοιχείων αpiό ένα σχετικά συγκεκριµένου χαρακτήρα εννοιολογικό piεδίο (piεδίο 
αφετηρίας) σε αντίστοιχα στοιχεία ενός άλλου σχετικά αφηρηµένου εννοιολογικού 
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piεδίου (piεδίο άφιξης). Η εν λόγω αpiεικόνιση µεταφέρει τη συµpiερασµατική δοµή 
του piεδίου αφετηρίας στο piεδίο άφιξης, χωρίς ωστόσο να έχει χαρακτηριστικά 
ισοµορφισµού: είναι εν µέρει συνεpiής µε την τοpiολογία των δυο piεδίων. Οι 
αpiεικονίσεις των εννοιολογικών µεταφορών διατηρούν τη δοµή των 
εικονοσχηµάτων. Η γλωσσικές διατυpiώσεις έpiονται, µε αpiοτέλεσµα piολλά ονόµατα 
των εννοιών του piεδίου αφετηρίας να χρησιµοpiοιούνται εpiίσης για τις έννοιες του 
piεδίου άφιξης.  
Στα Μαθηµατικά χαρακτηριστική είναι η µεταφορά Τα Σύνολα Είναι ∆οχεία, µέσω 
της οpiοίας καταλαβαίνουµε το σύνολο σαν φραγµένη piεριοχή του χώρου και τα 
στοιχεία της σαν αντικείµενα µέσα σε αυτήν.  Η µεταφορική αντιστοίχιση έχει ως 
εξής: 
 
 
ΤΑ ΣΥΝΟΛΑ ΕΙΝΑΙ ∆ΟΧΕΙΑ 
Πεδίο Αφετηρίας     Πεδίο Άφιξης 
∆ΟΧΕΙΑ      ΣΥΝΟΛΑ 
Φραγµένες piεριοχές του χώρου 
Αντικείµενα µέσα στο δοχείο 
Η µια φραγµένη piεριοχή µέσα στην άλλη 
→ 
→ 
→ 
Σύνολα 
Στοιχεία του Συνόλου 
Ένα Υpiοσύνολο 
Ας υpiοθέσουµε ότι εφαρµόζουµε την ανωτέρω αpiεικόνιση στα δυο 
συµpiερασµατικού χαρακτήρα µορφώµατα (δοχεία – σύνολα)  piου piροαναφέραµε.  
Πεδίο Αφετηρίας     Πεδίο Άφιξης 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΟΙ ΤΟΥ          ΣΥΝΟΛΟΘΕΩΡΗΤΙΚΟΙ  
ΣΧΗΜΑΤΟΣ ΕΓΚΛΕΙΣΜΟΥ             ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΟΙ 
Νόµος Αpiοκλείσεως Τρίτου 
Κάθε αντικείµενο Χ βρίσκεται είτε εντός 
του ∆οχείου Α είτε εκτός του δοχείου Α. 
Νόµος Αpiοκλείσεως Τρίτου 
Κάθε στοιχείο Χ είτε ανήκει στο σύνολο Α 
είτε δεν ανήκει στο σύνολο Α.  
Νόµος Αpiόσpiασης - Modus Ponens 
∆οθέντων δυο δοχείων Α και Β και ενός 
αντικειµένου Χ, αν το Α είναι µέσα στο Β 
και το Χ µέσα στο Α, τότε το Χ είναι µέσα 
στο Β. 
Νόµος Αpiόσpiασης - Modus Ponens 
∆οθέντων δυο συνόλων Α και Β και ενός 
στοιχείου Χ, αν το Α είναι υpiοσύνολο του 
Β και το Χ ανήκει στο Α, τότε το Χ ανήκει 
στο Β.  
Νόµος Υpiοθετικού Συλλογισµού 
∆οθέντων τριών δοχείων Α, Β και Γ, αν το 
Α είναι µέσα στο Β και το Β µέσα στο Γ, 
τότε το Α είναι µέσα στο Γ. 
Νόµος Υpiοθετικού Συλλογισµού 
∆οθέντων τριών συνόλων Α, Β και Γ, αν 
το Α είναι υpiοσύνολο του Β και το Β είναι 
υpiοσύνολο του Γ, τότε το Α είναι 
υpiοσύνολο του Γ. 
Νόµος Συλλογισµού Αρνητικής Μορφής – 
Modus Tollens 
∆οθέντων δυο δοχείων Α και Β και ενός 
αντικειµένου Υ, αν το Α είναι µέσα στο Β 
και το Υ είναι έξω αpiό το Β, τότε το Υ 
είναι έξω αpiό το Α. 
Νόµος Συλλογισµού Αρνητικής Μορφής – 
Modus Tollens 
∆οθέντων δυο συνόλων Α και Β και ενός 
στοιχείου Υ, αν το Α είναι υpiοσύνολο του 
Β και το Υ δεν ανήκει στο σύνολο Β, τότε 
το Υ δεν ανήκει στο σύνολο Α. 
Πίνακας 1 (WMCF: 44) 
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Το συµpiέρασµα εδώ είναι ότι οι ανωτέρω νόµοι της λογικής είναι µεταφορικές 
αpiεικονίσεις της χωρικής λογικής των σχηµάτων εγκλεισµού,  και ως τέτοιοι είναι 
θεµελιωµένοι στις νευρικές δοµές piου χαρακτηρίζουν τα εν λόγω σχήµατα.  
Η µεταφορά Τα Σύνολα Είναι ∆οχεία αpiοτελεί µια εννοιολογικού χαρακτήρα 
µεταφορά και διατηρεί ως εκ τούτου τη συµpiερασµατική δοµή του piεδίου αφετηρίας. 
 
Η Εννοιολογική Μίξη 
Εννοιολογική µίξη είναι ο εννοιολογικός συνδυασµός δυο διακριτών γνωστικών 
δοµών µε σταθερές αντιστοιχίες µεταξύ τους. Μια αpiλή piερίpiτωση στο piεδίο των 
Μαθηµατικών αpiοτελεί ο µοναδιαίος κύκλος εµφυτευµένος στο καρτεσιανό εpiίpiεδο. 
Οι σταθερές αντιστοιχίες είναι:  
(α) το κέντρο του κύκλου είναι η αρχή των αξόνων και 
(β) η ακτίνα του κύκλου είναι ίση µε 1.  
Η εν λόγω µίξη δηµιουργεί συµpiερασµούς piου piροκύpiτουν τόσο αpiό τις 
αντιστοιχίες τις ίδιες όσο και αpiό τη συµpiερασµατική δοµή των δυο piεδίων. 
Όταν οι σταθερές αντιστοιχίες µιας εννοιολογικής µίξης δίνονται µε µια µεταφορά, 
η µίξη ονοµάζεται µεταφορική µίξη. Παράδειγµα αpiοτελεί η µίξη Αριθµός — Ευθεία 
Γραµµή, η οpiοία χρησιµοpiοιεί τις αντιστοιχίες piου piροκύpiτουν αpiό τη µεταφορά Οι 
Αριθµοί Είναι Σηµεία Μιας Ευθείας. Κατά τη µίξη, piροκύpiτουν καινούργιες 
οντότητες, τα σηµεία-αριθµοί, piου είναι ταυτόχρονα σηµεία µιας ευθείας αλλά και 
αριθµοί (Fauconnier 1997, Turner και Fauconnier 1995, 1998). 
Κατά τη µηχανική piροσέγγιση του Αρχιµήδη στο piρόβληµα του τετραγωνισµού 
της piαραβολής αναγνωρίζεται η µεταφορική µίξη Το Ευθύγραµµο Τµήµα Είναι 
Ράβδος, όpiου τα ευθύγραµµα τµήµατα αντιµετωpiίζονται σαν οµοιογενείς ράβδοι. 
Προϊόν της µίξης είναι µια καινούργια οντότητα, το Ευθύγραµµο Τµήµα – Ράβδος, το 
οpiοίο διατηρεί τις piρωτοτυpiικές – γεωµετρικές ιδιότητες του ευθυγράµµου τµήµατος 
αλλά και τη φυσική ιδιότητα του βάρους. Η εpiακόλουθη συµpiερασµατική δοµή 
(ισορροpiία των µοχλών) είναι καταλυτικής σηµασίας για την εpiίλυση του 
piροβλήµατος του τετραγωνισµού. 
 
Η Βασική Μεταφορά του Αpiείρου (ΒΜΑ) 
Πρόκειται για µια γενικού χαρακτήρα εννοιολογική αpiεικόνιση, η οpiοία αpiαντάται 
εντός αλλά και εκτός των Μαθηµατικών, ωστόσο κατανοείται µε τον καλύτερο τρόpiο 
στα piλαίσια του ακριβούς και αυστηρού piεδίου των Μαθηµατικών. Οι Lakoff και 
Núñez  θεωρούν ότι η ΒΜΑ είναι ένας αpiλός, καθηµερινός ανθρώpiινος αντιληpiτικός 
µηχανισµός υpiεύθυνος για τη δηµιουργία ενεστωτικού αpiείρου κάθε είδους: αpiό τα 
κατ’ εκδοχήν σηµεία της Προβολικής Γεωµετρίας, µέχρι τις σειρές, τα αpiειροσύνολα, 
τα αpiειροστά και τα όρια.  
Η εν λόγω εννοιολογική αpiεικόνιση piαρουσιάζεται στον piαρακάτω Πίνακα 2.  
Το piεδίο αφετηρίας piεριέχει  τις ολοκληρωµένες εpiαναληpiτικές διαδικασίες 
(συνοpiτικής όψεως). Στα Μαθηµατικά, οι εν λόγω διαδικασίες αντιστοιχούν σε αυτές 
piου είναι ορισµένες στο χώρο του piεpiερασµένου. Το piεδίο άφιξης είναι ο χώρος ο 
οpiοίος piεριέχει τις ατέρµονες εpiαναληpiτικές διαδικασίες (µη συνοpiτικής όψεως), και 
ως εκ τούτου χαρακτηρίζει διαδικασίες οι οpiοίες ενέχουν το δυνητικό άpiειρο. 
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Πεδίο Αφετηρίας 
 
Πεδίο Άφιξης 
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΕΣ 
(ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ) 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΕΣ 
 
ΑΤΕΡΜΟΝΕΣ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΕΣ 
Εναρκτήρια Κατάσταση → Εναρκτήρια Κατάσταση  
Κατάσταση αpiορρέουσα αpiό το αρχικό 
στάδιο της διαδικασίας. 
→ 
Κατάσταση αpiορρέουσα αpiό το αρχικό 
στάδιο της διαδικασίας.     
Η ∆ιαδικασία: Αpiό µια δεδοµένη 
ενδιάµεση κατάσταση δηµιούργησε την 
εpiόµενη κατάσταση.                  
→ 
Η ∆ιαδικασία: Αpiό µια δεδοµένη 
ενδιάµεση κατάσταση δηµιούργησε την 
εpiόµενη κατάσταση.                                       
Το ενδιάµεσο αpiοτέλεσµα µετά την 
εpiανάληψη  της ανωτέρω  διαδικασίας.               
→ 
Το ενδιάµεσο αpiοτέλεσµα µετά την 
εpiανάληψη  της ανωτέρω  διαδικασίας.                                 
Η τελική καταληκτική  κατάσταση → 
«Η τελική καταληκτική  κατάσταση» 
(ενεστωτικό άpiειρο) 
Συµpiέρασµα:   Η τελική καταληκτική 
κατάσταση είναι µοναδική και έpiεται 
κάθε µη τελικής κατάστασης. 
 
→ 
Συµpiέρασµα:   Η τελική 
καταληκτική κατάσταση είναι 
µοναδική και έpiεται κάθε µη τελικής 
κατάστασης. 
Πίνακας 2 
 
Τα τέσσερα piρώτα στοιχεία του piεδίου άφιξης είναι κατά κυριολεξία ταυτόσηµα 
µε τα αντίστοιχα τέσσερα στοιχεία του piεδίου αφετηρίας. Η εννοιολογική µεταφορά 
είναι αυτή piου εpiιβάλλει µια «τελική καταληκτική κατάσταση» στην ατέρµονη 
διαδικασία (στο τελευταίο στοιχείο του piεδίου άφιξης). Εpiιpiροσθέτως, το κρίσιµο 
συµpiέρασµα στο piεδίο άφιξης είναι piροϊόν της ίδιας µεταφοράς: σε κάθε 
ολοκληρωµένη διαδικασία, η τελική καταληκτική κατάσταση είναι µοναδική. Αυτό 
σηµαίνει ότι: 
∆εν υpiάρχει piρότερη καταληκτική κατάσταση: ∆εν υpiάρχει διακριτή piρότερη 
κατάσταση εντός της διαδικασίας η οpiοία να ακολουθεί το στάδιο ολοκλήρωσης 
αλλά και να piροηγείται της τελικής κατάστασης της διαδικασίας. 
∆εν υpiάρχει ύστερη καταληκτική κατάσταση: ∆εν υpiάρχει άλλη κατάσταση της 
διαδικασίας η οpiοία να είναι αpiοτέλεσµα της ολοκλήρωσης της διαδικασίας και να 
ακολουθεί την τελική κατάσταση της διαδικασίας.  
Κατά αυτή την έννοια, η µοναδικότητα της τελικής κατάστασης µιας 
ολοκληρωµένης διαδικασίας είναι piροϊόν της ανθρώpiινης εpiίγνωσης και όχι 
οpiωσδήpiοτε κάpiοιο γεγονός piου αφορά στον εξωτερικό κόσµο: piροκύpiτει αpiό τον 
τρόpiο piου αντιλαµβανόµαστε κάθε ολοκληρωµένη διαδικασία. 
Η ΒΜΑ έρχεται να αpiεικονίσει τούτη τη ιδιότητα της µοναδικότητας των 
ολοκληρωµένων διαδικασιών και να την εpiιβάλει στο ενεστωτικό άpiειρο. Το 
ενεστωτικό άpiειρο είναι µοναδικό, µετά αpiό κάθε δεδοµένη εφαρµογή της ΒΜΑ. 
Η διατύpiωση αυτής της µεταφοράς έγινε µε όρους µιας αpiλής,  βήµα piρος βήµα 
εpiαναληpiτικής διαδικασίας: αpiό µια δεδοµένη κατάσταση δηµιούργησε την εpiόµενη 
κατάσταση. Με δεδοµένη την εναρκτήρια κατάσταση, η διαδικασία piαράγει 
ενδιάµεσες καταστάσεις. Η µεταφορική διαδικασία διέρχεται µια αpiειρία τέτοιων 
ενδιάµεσων καταστάσεων και καταλήγει σε µια µεταφορική, µοναδική καταληκτική 
κατάσταση. 
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Αφετηρία 
Η Πλασµατική Κίνηση 
Για να piροσεγγίσουµε αpiό τη σκοpiιά της γνωσιακής εpiιστήµης την ανάλυση του 
Αρχιµήδη στο piρόβληµα του τετραγωνισµού της piαραβολής, αpiαραίτητη είναι 
εpiίσης η έννοια της piλασµατικής κίνησης (Talmy, 1988). Πρόκειται για έναν 
θεµελιακό ενσώµατο γνωστικό µηχανισµό µέσω του οpiοίου ασυνείδητα 
αντιλαµβανόµαστε στατικές οντότητες µε δυναµικής φύσεως όρους.  
Κάθε φυσική γλώσσα διαθέτει τρόpiους να εκφράσει χωρικού τύpiου έννοιες όpiως 
αφετηρίες («αpiό»),  piροορισµούς («piρος»), καθώς και  τις διαδροµές µεταξύ τους 
(«µέσω», «κατά µήκος»). Οι εν λόγω έννοιες δεν εµφανίζονται αpiοµονωµένες, αλλά 
αpiοτελούν µέρος µιας ευρύτερης ενότητας, του σχήµατος Αφετηρία-∆ιαδροµή-
Προορισµός. Πρόκειται για εικονοσχήµα piου αναφέρεται στην κίνηση  και 
συναρµόζεται αpiό τα εξής εpiιµέρους στοιχεία: 
• Ένα κινούµενο piαράγοντα (: κινητό) 
• Ένα σηµείο (ή τοpiοθεσία) αφετηρίας 
• Έναν τελικό piροορισµό (του κινητού) 
• Μια διαδροµή αpiό την αφετηρία µέχρι τον piροορισµό 
• Την τρέχουσα τροχιά της κίνησης 
• Τη θέση του κινητού σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή 
• Την κατεύθυνση του κινητού τη δεδοµένη χρονική στιγµή 
• Την τρέχουσα τελική θέση του κινητού, η οpiοία ίσως είναι ή δεν είναι ο 
τελικός piροορισµός. 
Στο piεδίο της γλώσσας, στη φράση «ο δρόµος piηγαίνει στο δάσος», η κίνηση 
ανήκει αpiοκλειστικά στο χώρο της φαντασίας και η φράση η ίδια δεν piεριέχει 
κυριολεξία οpiοιουδήpiοτε είδους.  
Το κινητό µpiορεί να είναι αντικείµενο είτε piραγµατικό (ένα αυτοκίνητο piου 
κινείται στο δρόµο) είτε µεταφορικής φύσεως (ο ισηµερινός της Γης piου διασχίζει 
piολλές χώρες). 
 
 
 
Το ανωτέρω εικονοσχήµα έχει εγγενή χωρική λογική και ενσωµατωµένες 
συµpiερασµατικές δοµές: 
• Αν έχεις διανύσει µια διαδροµή µέχρι την τρέχουσα θέση, έχεις διανύσει όλες 
τις piροηγούµενες θέσεις της διαδροµής 
• Αν έχεις µετακινηθεί αpiό το σηµείο Α στο σηµείο Β και αpiό το σηµείο Β στο 
σηµείο Γ, τότε έχεις µετακινηθεί αpiό το Α στο Γ 
• Αν υpiάρχει αpiευθείας διαδροµή αpiό το Α piρος το Β και κινείσαι σε αυτή τη 
διαδροµή piρος το Β, τότε piλησιάζεις ολοένα εγγύτερα στο Β. 
• Αν τα Χ και Υ  κινούνται αpiό το Α piρος το Β σε αpiευθείας διαδροµή και το Χ 
Προορισµός 
 
Κινητό 
Προηγούµενες 
Θέσεις 
Τρέχουσα Θέση 
Υpiόλοιpiο 
Τροχιάς 
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piροσpiερνά το Υ, τότε το Χ είναι µακρύτερα αpiό το Α και piλησιέστερα στο Β αpiό ότι 
το Υ. 
Πρόκειται για σχήµα µε βαρύνουσα σηµασία στη µαθηµατική σκέψη. Οι 
συναρτήσεις στο καρτεσιανό εpiίpiεδο συχνά γίνονται αντιληpiτές µε όρους κίνησης, 
όταν για piαράδειγµα τις piεριγράφουµε σαν να «ανεβαίνουν», να «φθάνουν» σε µια 
µέγιστη τιµή και κατόpiιν να «κατεβαίνουν». Στη Γεωµετρία εpiίσης, σκεφτόµαστε 
δυο ευθείες σαν να «συναντώνται» σε ένα σηµείο ή να «διέρχονται» αpiό αυτό. Στα 
Μαθηµατικά, έχει µεταφορικό χαρακτήρα piάντα. Στην piρόταση «το σηµείο Μ 
κινείται αpiό το σηµείο Α µέχρι το σηµείο Β», αpiοδίδουµε κίνηση σε µια µεταφορική 
οντότητα η οpiοία τυpiικά, έχει µόνον θέση.  
Παραpiλήσια piεριγραφή διακρίνεται στον Αριστοτέλη, όpiου, το σηµείο (στιγµή) 
θεωρείται σαν ένα άκρο, µια χρονική αφετηρία, ή ένα σηµείο διαίρεσης µιας ευθείας. 
Το ίδιο δεν αpiοτελεί µέγεθος, ούτε µέρος µεγέθους ή ευθείας
.
 µpiορεί όµως 
µετέχοντας της κίνησης να piαραγάγει µια γραµµή και να αpiοτελέσει έτσι αφετηρία 
ενός µεγέθους (Φυσικής Ακροάσεως ∆, 220α 9-11). 
Στα piερισσότερα εγχειρίδια Αpiειροστικού Λογισµού, piριν τον τυpiικό ε-δ ορισµό 
της συνέχειας µιας συνάρτησης αφιερώνονται συνήθως µια-δυο piαράγραφοι σε µια 
άτυpiη piεριγραφή της ιδέας της συνέχειας, µε εpiίκληση στην ενόραση. Στο εγχειρίδιο 
Mathematics, Its Contents, Methods and Meaning των Aleksandrov, Kolmogorov, και 
Lavrent’ev αναφέρεται: «Μpiορούµε να αpiοκτήσουµε τη γενική ιδέα µιας συνεχούς 
συνάρτησης αpiό το γεγονός ότι η γραφική της piαράσταση είναι συνεχής, δηλαδή 
µpiορούµε να σχεδιάσουµε την καµpiύλη της χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι αpiό το 
χαρτί».  
Παρόµοια, στο κλασικό εγχειρίδιο “Calculus” του G. Simmons αναγράφεται για το 
ίδιο θέµα: «Στην καθοµιλουµένη, συνεχής διαδικασία είναι εκείνη piου εκτυλίσσεται 
χωρίς κενά ή διακοpiές ή ξαφνικές αλλαγές». 
Και στα δυο εγχειρίδια η piεριγραφή της συνέχειας γίνεται µε δυναµικούς όρους. 
Κάτι «κινείται»: ένα µολύβι σχεδιάζει µια καµpiύλη, κάτι «εκτυλίσσεται χωρίς κενά». 
Και οι δυο piεριγραφές αντιστοιχούν µε ακρίβεια στην έννοια του φυσικού συνεχούς 
όpiως αυτό έχει piεριγραφεί αpiό τους Lakoff και Núñez (1998). 
Η piλασµατική κίνηση στα Μαθηµατικά λειτουργεί εpiί ενός δικτύου εξαιρετικής 
ακρίβειας εννοιολογικών µεταφορών, όpiως Οι Αριθµοί Είναι Θέσεις Στο Χώρο (piου 
µας εpiιτρέpiει να αντιλαµβανόµαστε τους αριθµούς µε όρους χωρικών θέσεων) και 
µας piαρέχει την αpiαραίτητη συµpiερασµατική δοµή  για να αντιλαµβανόµαστε τις 
συναρτήσεις σαν να έχουν κίνηση και κατεύθυνση. Η εννοιολογική µεταφορά 
piαράγει µια ακραιφνώς φανταστική οντότητα εντός ενός µεταφορικού χώρου, ενώ η 
piλασµατική κίνηση την µετατρέpiει σε κινητό εντός του µεταφορικού χώρου (Núñez, 
2006). 
 
Ο Τετραγωνισµός της Παραβολής 
Το 1906 ανακαλύpiτεται τυχαία το piιο εκpiληκτικό έργο του Αρχιµήδη (287-212 pi.Χ.), 
το «Περί των µηχανικών θεωρηµάτων piρος Ερατοσθένην έφοδος», όpiου piεριγράφεται 
µε συστηµατικό τρόpiο, piώς ο Αρχιµήδης συνέλαβε τα σηµαντικότερα αpiοτελέσµατά 
του. Το piαλίµψηστο χειρόγραφο βρέθηκε στην Κωνσταντινούpiολη κάτω αpiό ένα 
στρώµα βυζαντινών piροσευχών µε το οpiοίο είχε εpiικαλυφθεί κατά τον 13ο αιώνα. 
Στον piρόλογο αυτού του έργου, ο Αρχιµήδης αναφέρει ρητά ότι piρώτα ανακάλυψε 
«µηχανικώς» και κατόpiιν αpiέδειξε «γεωµετρικώς» τα piιο ωραία αpiοτελέσµατά του. 
Εpiίσης, εκθειάζει την αpiοτελεσµατικότητα της µεθόδου της «εξάντλησης», η οpiοία 
ωστόσο υpiοκρύpiτει µια κρίσιµη piροϋpiόθεση: piρέpiει κανείς να γνωρίζει εκ των 
http://epublishing.ekt.gr | e-Publisher: EKT | Downloaded at 09/03/2019 04:51:20 |
Open Education - The Journal for Open and Distance Education and Educational Technology 
Volume 8, Number 1,  2012  Section one.  © Open Education                       ISSN: 1791-9312  
 
 
 
piροτέρων το ακριβές αpiοτέλεσµα αυτού piου θα αpiοδείξει, piριν το αpiοδείξει µέσω 
αυτής της µεθόδου.  
Ποιοι ενσώµατοι µηχανισµοί κατά το piαράδειγµα της γνωσιακής εpiιστήµης των 
ενσώµατων Μαθηµατικών διακρίνονται και piοιες έννοιες της σύγχρονης γνωσιακής 
εpiιστήµης αναγνωρίζονται στην ευρετική piορεία piου piεριέγραψε ο Αρχιµήδης; 
 
 
Το piρόβληµα piου αpiασχόλησε τον 
Αρχιµήδη ήταν η αναγωγή του εµβαδού E  
του piαραβολικού τµήµατος ΑΒΡΥΑ σε 
εµβαδόν ενός τριγώνου. 
Στο Σχήµα 2,  ΒΓ είναι η εφαpiτοµένη της 
piαραβολής στο σηµείο Β, Μ είναι το 
µέσον του ΑΒ,  οι ΜΡΜ΄ και  ΑΓ είναι 
piαράλληλες piρος τον άξονα της 
piαραβολής, Υ είναι τυχόν σηµείο του 
piαραβολικού τόξου και η ΧΥΩ είναι 
piαράλληλη piρος τον άξονα της 
piαραβολής. Φέρουµε εpiίσης την ΒΡ η 
οpiοία τέµνει τις ΧΩ και ΑΓ στα σηµεία Ζ 
και ∆ αντιστοίχως. Στην piροέκταση της 
Β∆ θεωρούµε τα τµήµατα ∆Ε=Β∆ και 
τέλος, φέρουµε το τµήµα Χ΄Υ΄ piαράλληλο 
και ίσο µε το ΧΥ. 
Κρίσιµη σχέση για τη διαδικασία είναι η  
 
ΑΧ ΧΥ
ΑΒ ΧΩ
=    (1)     
 
Πρόκειται για τη µοναδική σχέση µε 
«αλγεβρική» piοιότητα, καθώς ξεφεύγει 
αpiό τη συνήθη συλλογιστική των αρχαίων 
γεωµετρών µε όµοια τρίγωνα: το σηµείο Υ 
είναι τοµή ευθείας µε καµpiύλη. Τέτοια 
σηµεία υpiολογίζονται σήµερα αpiό τη 
λύση ενός µη γραµµικού συστήµατος. 
Με εφαρµογή της (1) για το µέσον Μ του 
ΑΒ, piροκύpiτει ότι 
1
2
PΑΜ Μ
ΑΒ ΜΜ
= =
′
 
Άρα, το Ρ είναι µέσον του ΜΜ΄ και συνεpiώς, λόγω της piαραλληλίας των ΜΜ΄, ΧΩ 
και ΑΓ, το Ζ είναι µέσον του ΧΩ και το ∆ µέσον του ΑΓ. 
Εpiίσης,  λόγω της piαραλληλίας των ΑΓ, ΧΩ :      
ΑΧ ∆Ζ
ΑΒ ∆Β
=    ή  
ΑΧ ∆Ζ
ΑΒ ∆Ε
=    (2) 
Αpiό τις (1) και (2) piροκύpiτει  
ΧΥ ∆Ζ
ΧΩ ∆Ε
=    ή 
Χ Υ ∆Ζ
ΧΩ ∆Ε
′ ′
=   (3) 
 
 
 
Σχήµα 2 
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Αν θεωρήσουµε ότι τα τµήµατα ΧΥ Χ Υ′ ′=  και ΧΩ  είναι ράβδοι κατασκευασµένες 
αpiό το ίδιο οµοιογενές υλικό, τότε τα βάρη τους, έστω F και F΄ , θα εφαρµόζονται 
στα µέσα τους Ε και Ζ αντίστοιχα. 
Η (3) piροσαρµοσµένη στη νέα θεώρηση, γράφεται   
                                 
F F∆Ε ∆Ζ′ ⋅ = ⋅
                                       
(4) 
Σύµφωνα µε το νόµο της ισορροpiίας των µοχλών (µοχλός το ΒΕ, υpiοµόχλιο το ∆), η 
ισότητα (4) δηλώνει ότι η ράβδος  ΧΥ   µεταφερµένη στη θέση Ε, ισορροpiεί την 
ράβδο ΧΩ (στη θέση της). 
Εφόσον το τρίγωνο ΑΒΓ αpiοτελείται αpiό όλα τα piαράλληλα τµήµατα ΧΩ και το 
piαραβολικό τµήµα ΑΒΡΥΑ αpiοτελείται αpiό όλα τα piαράλληλα τµήµατα piου άγονται 
µε τον τρόpiο του ΧΥ, το τρίγωνο ΑΒΓ (στη θέση του) ισορροpiεί το piαραβολικό 
τµήµα ΑΒΡΥΑ µεταφερµένο στο σηµείο Ε. Εpiειδή το ΑΒΓ ισορροpiεί στο κέντρο 
βάρους του Κ και το τµήµα ΑΒΡΥΑ (µεταφερµένο) στο κέντρο βάρους  Ε, θα ισχύει 
 
                           ⋅ = ∆ ⋅( )∆Ε ΑΒΓ Κ∆E
                  
(5) 
Η θέση του κέντρου βάρους του τριγώνου είναι γνωστή και piροσδιορίζεται αpiό την 
αναλογία 
    
1
3
Κ∆
Β∆
=    ή   
1
3
Κ∆
∆Ε
=                  (6) 
 
Αpiό τις σχέσεις (5) και (6) piροκύpiτει ότι 
                                          ( )
1
3ΑΒΓ
=
∆
E
                                        
 (7) 
Τούτη η τελευταία σχέση εpiιτυγχάνει το ζητούµενο: την αναγωγή του εµβαδού του 
piαραβολικού τµήµατος σε  αυτό ενός τριγώνου. 
Εpiειδή η διαδικασία piεριλαµβάνει την κατασκευή του µάλλον piερίpiλοκου τριγώνου  
ΑΒΓ, ο Αρχιµήδης piροχωράει σε µια αpiλοpiοίηση: 
( ) ( ) ( )∆ = ∆ = ∆2 4 PΑΒΓ ΑΒ∆ ΑΒ  
οpiότε η σχέση (7) αpiοκτά την οριστική µορφή: 
                                      
( )
=
∆
4
3PΑΒ
E
                                          
(8)   
Το σηµείο Ρ piροκύpiτει piλέον, ως σηµείο τοµής της piαράλληλης piρος τον άξονα της 
piαραβολής, η οpiοία άγεται αpiό το µέσον του ΑΒ, µε το piαραβολικό τόξο. Πρόκειται 
για την κορυφή της piαραβολής.  
 
Τι είναι Αpiόδειξη; 
Ο Αρχιµήδης δεν θεωρούσε την piαραpiάνω διαδικασία αpiόδειξη της σχέσης (8), αλλά 
µάλλον µια χρήσιµη µηχανική διαδικασία, µέσα αpiό την οpiοία σχηµάτισε αρχικά την 
piεpiοίθηση ότι το µαθηµατικό συµpiέρασµα ήταν ορθό, ώστε να µpiορέσει να 
διατυpiώσει µε ακριβείς όρους την piρότασή του. Για piοιο λόγο η µηχανική διαδικασία 
δεν χαρακτηρίστηκε αpiό τον Αρχιµήδη ως αpiόδειξη; Κάpiοιες εύλογες εικασίες είναι 
δυνατόν να διατυpiωθούν piρος αυτή την κατεύθυνση. Ο Dijkterhuis (1957) σηµειώνει 
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ότι ο Αρχιµήδης κάνει χρήση δύο διαφορετικών αρχών στην piαραpiάνω ευρετική 
διαδικασία. Πρώτον, ενός piλαισίου ιδεών οι οpiοίες piροέρχονται αpiό τη Μηχανική, 
καθώς αντιλαµβάνεται τα γεωµετρικά σχήµατα piροσαρµοσµένα σε ένα µοχλό µε 
τρόpiο ώστε ο µοχλός να piαραµένει σε ισορροpiία, και κατόpiιν διατυpiώνει τις σχετικές 
συνθήκες ισορροpiίας (βαρυκεντρική ή µηχανική µέθοδος). ∆εύτερον, της ιδέας ότι ένα 
εpiίpiεδο σχήµα αpiοτελείται αpiό όλα τα ευθύγραµµα piου άγονται piαράλληλα piρος µια 
κατεύθυνση και ως εκ τούτου, το εµβαδόν του µpiορεί να piροκύψει ως το «άθροισµα 
των µηκών» όλων αυτών των ευθυγράµµων τµηµάτων (µέθοδος των αδιαιρέτων).  
Η µαθηµατική εpiιφύλαξη του Αρχιµήδη δεν φαίνεται να piροέρχεται αpiό την 
εφαρµογή της µηχανικής µεθόδου. Αυτήν εξάλλου την χρησιµοpiοίησε ξανά στην 
piραγµατεία του για τον Τετραγωνισµό της Παραβολής, δηλαδή στην εpiίσηµη 
δηµοσίευση των συµpiερασµάτων του, και συνεpiώς µpiορούµε µε σχετική ασφάλεια 
να υpiοθέσουµε ότι ικανοpiοιούσε όλες τις αpiαιτήσεις ακρίβειας και αυστηρότητας. Ο 
δισταγµός και η αµφιβολία έχουν να κάνουν µε την εφαρµογή της µεθόδου των 
αδιαιρέτων. Εδώ ο Αρχιµήδης ήρθε αντιµέτωpiος µε το µείζον και αντιφατικό για την 
αρχαιοελληνική σκέψη ζήτηµα των άpiειρων διαδικασιών και των piροϋpiοθέσεων 
ένταξής τους στην αpiοδεικτική διαδικασία. Το θεµελιώδες δίληµµα piερί  διακριτής ή 
συνεχούς συγκρότησης της ύλης είχε µεταφερθεί ήδη νωρίτερα στα Μαθηµατικά και 
είχε βρει µάλιστα τη γλαφυρή διατύpiωσή του στην αpiορία του ∆ηµόκριτου: αν οι 
piαράλληλες piρος την βάση του κώνου τοµές είναι ίσες, piώς διαφοροpiοιείται ο κώνος 
αpiό τον κύλινδρο; Αν piάλι βαίνουν µειούµενες piρος την κορυφή, τότε η εpiιφάνεια 
αντί να είναι οµαλή δεν θα έpiρεpiε να είναι κλιµακωτή;  
Η εντυpiωσιακή εpiιχειρηµατολογία του Ζήνωνος του Ελεάτη στο piαράδοξο της 
κίνησης φαίνεται ότι αpiοτέλεσε για τον 4ο pi. Χ. αιώνα µια τεράστιας αpiήχησης 
διανοητική piρόκληση piερί του µαθηµατικού συνεχούς και σήµανε το τέλος στις 
piρόχειρες χρήσεις των άpiειρων διαδικασιών. Η µέθοδος της εξάντλησης  µε την 
διpiλή εις άτοpiον αpiαγωγή στο έργο του Αρχιµήδη εpiανέφερε την αυστηρότητα στις 
εν λόγω διαδικασίες. 
Η Έφοδος µας αpiοκάλυψε –και αυτό αpiοτελεί µια piρόσθετη σηµαντική 
συνεισφορά της – ότι η µέθοδος των αδιαιρέτων ήταν µεν αpiαγορευµένη αpiό τις 
δηµοσιευµένες piραγµατείες, είχε όµως αµείωτη εpiιρροή στο µαθηµατικό εργαστήρι, 
εκεί όpiου διαµορφώνονταν οι ιδέες. Αpiοκάλυψε εpiίσης ότι η piαρουσίαση των 
µαθηµατικών εννοιών είναι διαχρονικά κάτι piολύ διαφορετικό αpiό την αρχική 
ανακάλυψή τους. Ο Αρχιµήδης ενόσω αναζητεί καινούργια µαθηµατικά 
αpiοτελέσµατα, θεωρεί ότι το piαραβολικό τµήµα αpiοτελείται αpiό όλες τις 
ευθύγραµµες συνιστώσες του και ότι ένα στερεό αpiοτελείται αpiό όλες τις 
piαράλληλες εpiίpiεδες τοµές του
.
 και όταν µιλάει για ένα σχήµα, χρησιµοpiοιεί τις 
«χαλαρές» εκφράσεις “όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα” ή “όλοι οι κύκλοι”. Αυθαίρετοι 
τρόpiοι σκέψης ενσωµατωµένοι στην piλέον ορθολογική εpiιστήµη;  
Αpiό τη σκοpiιά της γνωσιακής εpiιστήµης, piρόκειται για ένα piλέγµα εννοιολογικών 
piεριεχοµένων µε άµεση ενσώµατη piροέλευση. Η συνεχής διαδικασία έχει piεριγραφεί 
αpiό µεταγενέστερους εµβληµατικούς µαθηµατικούς όpiως ο Newton και ο Leibniz 
τον 17ο αιώνα, ως µια διαδικασία piου εκτυλίσσεται χωρίς κενά ή διακοpiές ή ξαφνικές 
αpiότοµες αλλαγές. Το γνωσιακό piεριεχόµενο τέτοιων piεριγραφών piεριλαµβάνει 
κίνηση, ροές, διαδικασίες, µεταβολές στο χρόνο και συνοpiτικές, ολιστικές θεωρήσεις. 
Θεωρούνται εννοιολογικές εpiεκτάσεις εικονοσχηµάτων και εννοιολογικών 
αpiεικονίσεων σύµφυτων µε το ανθρώpiινο εννοιολογικό σύστηµα, οι οpiοίες 
εδράζονται µεταξύ άλλων στο σχήµα Αφετηρία-∆ιαδροµή-Προορισµός, στην 
µεταφορά της piλασµατικής κίνησης και σε βασικές εννοιολογικές µίξεις (Núñez & 
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Lakoff, 1998).  
Η µηχανική µέθοδος στην piερίpiτωση του τετραγωνισµού, εµφανίζει αµέσως µια 
εννοιολογική µεταφορά: Το Ευθύγραµµο Τµήµα Είναι Ράβδος. Τα τµήµατα ΧΥ, Χ΄Υ΄ 
και ΧΩ (Σχήµα 2) λογίζονται σαν ράβδοι κατασκευασµένες αpiό το ίδιο, οµοιογενές 
υλικό. Η εννοιολογική µίξη Ευθύγραµµο Τµήµα-Ράβδος piαράγει µια καινούργια 
οντότητα η οpiοία διατηρεί τις piρωτοτυpiικές ιδιότητες ενός ευθυγράµµου τµήµατος 
(έχει µήκος αλλά όχι piλάτος) ενώ ταυτόχρονα έχει υλική υpiόσταση (έχει βάρος). 
Μάλιστα, στην piερίpiτωση του ΒΕ, µpiορεί να piαίξει ρόλο µοχλού. Στην ίδια 
κατεύθυνση κινείται η µεταφορά Το Σηµείο Είναι Υpiοµόχλιο. Το όλο εννοιολογικό 
piλέγµα εντάσσεται στο εικονοσχήµα της ισορροpiίας. Εν συνεχεία, κατά τον 
ενσώµατο µηχανισµό της piλασµατικής κίνησης το σηµείο Χ διατρέχει το τµήµα ΑΒ. 
Το συνακόλουθο τµήµα ΧΥ «κινείται» piαράλληλα piρος τον εαυτό του αpiό το σηµείο 
Α µέχρι το σηµείο Β, διέρχεται µια αpiειρία ενδιάµεσων θέσεων και «γεµίζει» έτσι τη 
θεωρούµενη εpiιφάνεια ΑΒΡΥΑ. Έτσι, η εpiιφάνεια ΑΒΡΥΑ αpiοτελείται αpiό «όλα» τα 
τµήµατα ΧΥ.  Η συνοpiτική θέαση αυτής της άpiειρης διαδικασίας, κατά την έννοια της 
Βασικής Μεταφοράς του Αpiείρου, εpiιβάλλει στη διαδικασία ένα µοναδικό όσο και 
εννοιολογικά «αυτονόητο» piέρας: την εpiιφάνεια ΑΒΡΥΑ εν συνόλω. Ταυτόχρονα το 
ΧΩ σαρώνει το τρίγωνο ΑΒΓ. Το όλο σύστηµα «ισορροpiεί» και η συµpiερασµατική 
δοµή της ισορροpiίας των µοχλών δίνει το τελικό piοσοτικό αpiοτέλεσµα.   
Τα εξαιρετικά γόνιµα µαθηµατικά συµpiεράσµατα piου piροέκυψαν σε αυτό το 
γνωσιακό piεριβάλλον, χαρακτηρίζονται ως piρόδροµες ιδέες του αpiειροστικού 
λογισµού. Όµως, χρειάστηκαν µια µακρά ιστορική piερίοδο µαθηµατικής ωρίµανσης  
piρος την κατεύθυνση της τυpiικής σκέψης, για την οριστική νοµιµοpiοίησή τους. 
 
Κατακλείδα  
Παρά τα ακόµη ανοικτά ερευνητικά θέµατα, το ερµηνευτικό µοντέλο των ενσώµατων 
Μαθηµατικών piαρουσιάζεται ικανό να ερµηνεύσει αpiό εννοιολογική άpiοψη 
σηµαντικές piτυχές της µαθηµατικής γνώσης, οι οpiοίες εpiιφανειακά εµφανίζονται 
αpiοσυνδεδεµένες αpiό την άµεση αισθητικοκινητική εµpiειρία και συµpiεριφορά. 
Τονίζει τη σpiουδαιότητα του γλωσσικού οργάνου στην αpiοκάλυψη του ρόλου των 
εννοιολογικών µεταφορών κατά την piραγµάτευση των µαθηµατικών ιδεών. 
Ιδιαίτερα, εpiιχειρεί να διερευνήσει και να κατανοήσει το εννοιολογικό χάσµα το 
οpiοίο συχνά υφίσταται ανάµεσα στην τυpiική και την ενορατική όψη των 
Μαθηµατικών. 
Εpiιστηµολογικά, ανήκει στις «δάνειες θεωρίες», τις ενσωµατωµένες piλέον στο 
piεδίο της έρευνας για τη µαθηµατική εκpiαίδευση, καθώς αντλεί αpiό το piεδίο της 
ενσώµατης γνωσιακής εpiιστήµης. Θεωρητικά εργαλεία της τελευταίας έχουν 
χρησιµοpiοιηθεί σε ερευνητικές µελέτες στα piεδία του µαθηµατικού συµβολισµού, 
της εξεικόνισης - οpiτικοpiοίησης, της µοντελοpiοίησης µε ή χωρίς τη χρήση 
τεχνολογίας, των ανισοτήτων, των γραµµικών εξισώσεων, του ορίου και της 
συνέχειας συναρτήσεων, των διανυσµάτων, της εν γένει µαθηµατικής σκέψης και 
κατανόησης, της µεταφορικής γλώσσας στη Γεωµετρία κ.α. 
Γενικότερα, η έννοια του ενσώµατου καταλαµβάνει σήµερα µια θέση 
Παραδείγµατος στην έρευνα για τη σκέψη και τη µάθηση, piαρέχοντας piρόσθετα 
εργαλεία στην piολυτροpiική piροσέγγιση της µαθηµατικής γνώσης και εκpiαίδευσης. 
Καινούργια χαρακτηριστικά της µαθηµατικής γνώσης αναδύονται συνεχώς, 
piαρότι, µε τα λόγια του ∆αρβίνου, συχνά «χρησιµοpiοιούµε piαλιούς τροχούς, piαλιά 
ελατήρια και piαλιές τροχαλίες». 
 
http://epublishing.ekt.gr | e-Publisher: EKT | Downloaded at 09/03/2019 04:51:20 |
Open Education - The Journal for Open and Distance Education and Educational Technology 
Volume 8, Number 1,  2012  Section one.  © Open Education                       ISSN: 1791-9312  
 
 
 
Βιβλιογραφία 
Barton, B. (2008). The Language of Mathematics. Springer. 
Dehaene, S. (1977). The Nunber Sense: How the Mind Creates Mathematics. New York: Oxford 
University Press. 
Dijkterhuis, E. (1957). Archimedes. New York: Humanities Press. 
Edwarts, C. H. (1979). The Historial Development of the Calculus. New York: Springer Verlag. 
Gardner, H. (1987). The Mind's New Science: A History of the Cognitive Revolution. New York: Basic 
Books. 
Heath, T. (1953). The Works of Archimedes. New York: Dover. 
Lakoff, G., & Johnson, M. (2003). Metaphors We Live By. London: The University of Chicago Press. 
Lakoff, G., & Johnson, M. (1999). Philosophy in the Flesh. The Embodied Mind and it's Challenge to 
Wesrern Thought. New York: Basic Books. 
Lakoff, G., & Núñez, R. (2000). Where Mathematics Comes From. Basic Books 
Narayanan, S. (1977). Embodiment in Language Understanding: Sensory-Motor Representations for 
Metaphoric Reasoning about Event Descriptions. (Ph.D. Desertetion). 
Núñez, R. (1993a). Approaching Infinity: A view from cognitive psychology. Proceedings of 15th 
Annual Meeting of the International Group for the Psychology of Mathmatics Education, (σσ. 
105-111). North America. 
Núñez, R. (2003). Conceptual Metaphor and the Cognitive Foundations of Mathematics: Actual 
Infinity and Human Imagination. Metaphor and Contemporary Science (pp. 49-72) , 49-72. 
Singapore: National University of Singapore.: B. Baaquie & P. Pang: University Scholars 
Occasional Papers Series. 
Núñez, R. (2005). Creating Mathematical Infinities: Metaphor, Blending, and the beauty of Transfinite 
Cardinals. Journal of Pragmatics (37), 1717-1741. 
Núñez, R. (2006). Do Real Numbars Really Move? Στο R. (. Hersh, 18 Unconventional Essays on the 
Nature of Mathematics (σσ. 171-172). NY: SpringerScience+Business Media, Inc. 
Núñez, R. (1999). Embodied Cognition as Grounding for Situatedness and Contex in Mathematics 
Education. Educational Studies in Mathematics (39), 45-65. 
Núñez, R. (1990). Infinity in Mathematics as a scientific subject matter for cognitive psychology. 
Proceedings of the 14th Conference of Internatiomal Group for Psychology of Mathematics 
Education, (σσ. 77-84). 
Núñez, R. (2000). Mathematical Idea Analysis: What Embodied Cognitive Science Can Say About the 
Human Nature of Mathematics. Proceedings of the 24th International Conference, Psychology of 
Mathematics, (σσ. 3-22). Hiroshima, Japan. 
Núñez, R. (2005). The Cognitive Foundations of Mathematics, The Role of Conceptual Metaphor. 
Handbook of Mathematical Cognitin . 
Núñez, R., & Lakoff, G. (1998). What did Weierstrass really define? The cognitive structure of natural 
and ε-δ continuity. Mathematical Cognition, 4(2) , 85-101. 
Talmy, L. (1988). Force Dynamics in language and cognition. Cognitive Science,12 , 49-100. 
Wilson, M. (2002, 9(4)). Six views of embodied cognition. Psychonomic Bulletin & Review , 625-636. 
Αναpiολιτάνος, ∆. Α. (1985). Εισαγωγή στη Φιλοσοφία των Μαθηµατικών. Αθήνα: Εκδόσεις Νεφέλη. 
Μόζερ, Α. (2007). Όψη. Ανάκτηση 06/ 05/ 2010, αpiό Πύλη για την Ελληνική γλώσσα και την 
γλωσσική εκpiαίδευση: www.greek-
language.gr/greekLang/modern_greek/tools/lexica/glossology/ 
Στράντζαλος, Χ. (1989). Η Εξέλιξη των Ευκλείδειων και των Μη Ευκλείδειων Γεωµετριών. Αθήνα: 
Εκδόσεις Καρδαµίτσα. 
 
Σηµείωση 
Η piαρούσα εργασία εκpiονήθηκε στο piλαίσιο του Μεταpiτυχιακού Προγράµµατος 
Σpiουδών «Μεταpiτυχιακές Σpiουδές στα Μαθηµατικά» της Σχολής Θετικών Εpiιστηµών 
και Τεχνολογίας του Ελληνικού Ανοικτού Πανεpiιστηµίου και αpiοτελεί µέρος της 
διpiλωµατικής εργασίας του συγγραφέως, η οpiοία εκpiονήθηκε υpiό την εpiίβλεψη του ∆ρ. 
Ανούση Μιχάλη, Καθηγητή Πανεpiιστηµίου Αιγαίου, Τµήµα Μαθηµατικών 
(mano@aegean.gr). 
 
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
http://epublishing.ekt.gr | e-Publisher: EKT | Downloaded at 09/03/2019 04:51:20 |
